OBER DIE ZIFFERNSUMME NATORLICHER
ZAHLEN UND VERWANDTE PROBLEME

P. Kirschenhofer, H. Prodinger und R.F. Tichy

Abstract. This paper includes a short survey on some recent results concerning the

sum of digits function followed by some new extensions to weighted sums of digits.

1. EINLEITENDE OBERSICHT

Der Probleinkreis des Mittelwerts der Ziffernsumme natiirlicher Zahlen wurde von
zahlreichen Autoren studiert:

Sei q=2 eine natiirliche Zahl und Sq(n) die Ziffernsumme von n in der g-dren
Darstellung. Fir den Mittelwert

1 m-1

My(m) = ﬁnzo Sq(M (1.1)

wurden die folgenden Resﬁ1tate gezeigt:
Bush [2] fand das asymptotische Aquivalent

Mq(m) ~ ﬂ%l 1ogqn1 s Moo,
Bellman und Shapiro [1] analysierten den Restterm genauer und erhielten
Mq(m) = E%l 1ogqrn + 0(loglogm) , Mo,

Mirsky [8] verbesserte den O-Term zu 0(1).
SchlieBlich gelang es Delange [3] eine explizite Formel fiir das Restglied aufzu-

stellen:

<k
Mq(m) = 5 Togqrn =+ F(logqnﬂ (1.2)

mit einer stetigen, periodischen Funktion F mit Periode 1, deren Fourierentwicklung
in [3] ebenfalls angegeben wurde. (Es wurde sogar gezeigt, daB F nirgends differen-
zierbar ist.) Eine Vorstufe dieses Resultats findet sich bereits in Trollope [11].
Flajolet und Ramshaw [4] gelang es, die Technik von Delange auf den Fall der
<q,d>-dren Darstellung natirlicher Zahlen zu iibertragen: Das positionelle <q,d>-
System verwendet die Ziffern {d,d+1,...,d+q-1} mit einer ganzen Zahl d (2-q<d<0).
Weiters wurde von Flajolet und Ramshaw [4] ein entsprechendes Resultat auch fiir die

Gray-Code—Darste11ung hergeleitet.
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In [7] wurde von Kirschenhofer und Tichy der Fall von Cantorschen Zahlendar-
stellungen betrachtet. Sei (q(i)) eine Folge natiirlicher Zahlen mit q(0) = 1,
g(i)=2 fir i21 und sei wefters Q(j) = q(0)q(1)...q(j). Dann besitzt jede natiirliche
Zah1l n eine eindeutige Darstellung
mes o F e fom) B3 v 0=a(0in)sg(del) -1, (1.3)
550 J
welche wir die Q-Cantordarstellung der Zahl n zur Folge (q(i)) nennen wollen.

In den folgenden Abschnitten der vorliegenden Arbeit werden an Stelle des
Mittels der gewdhnlichen Ziffernsumme in Q-Cantordarstellung Mittel gewichteter Ziffern-

summen studiert: FUer=(wj)j20 sei
1 !TI-].
M(Q,wsm) := = J  S(Q,e3n) , (1.4)
n=0 .
wobet
SQwia} o § wy a5(Qsn)

j=0
ist. Einige Spezialfdlle, wie etwa m==((—1)j)‘}.20 (d.h. die Differenzsumme) werden
genauer untersucht.

Zum AbschluB dieser Einleitung sei auf einen Problemkreis verwiesen, der mit
dhnlichen Methoden behandelt werden kann: Dabei wird an Stelle der Ziffernsumme die
Haufigkeit des Auftretens einer Ziffernkette ("Wort") w als -(geschlossener) Subblock
in der Zifferndarstellung der Zahl n untersucht; vgl. Prodinger [9], Kirschenhofer
[5]1, Kirschenhofer und Prodinger [6], Kirschenhofer und Tichy [7].

Eine Fiille von Literaturzitaten zu verwandten Problemen findet sich in Stolarsky

[10].

2. GEWICHTETE ZIFFERNSUMMEN IN CANTORSCHEN ZAHLENSYSTEMEN

Um einen filir die weiteren Untersuchungen geeigneten Ausdruck fir die Ziffern-
summe S(Q,w;n) zu finden, benilitzen wir die folgende Identitat fiir die Ziffern aj(Q;n)
der Zahl n in Q-Cantordarstellung (vgl. (1.3)).

LEMMA 1. : ; g
aj(Q;n) > tﬁrITJ - a(J+l) LQEJ+1§J ;

wobei [X] die grofte ganze Zahl =x bezeichnet.

Beweis. Wegen

T 3;0 aj(QB”) QJ

haben wir

] - L a (@) gt
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und
n Q(k
= a, (Qsn) )
[Q(J'+T)_| kz§‘+1 k J) a(J+
woraus das Resultat unmittelbar folgt.
Fiir die weiteren Betrachtungen beachten wir, daB

lﬁ'(%’)'J o lm%yj fir ngt<n+l.

Damit ergibt sich

S0 2 L “’j[[mﬂ =B lmﬂiﬂj]

n+l

s T Ll - o o] e
und
m-1

m
E : £
S(Q.,wzn) = - = 1|- J 3
. TR jgo R é[[wJ e W]dt
Da fiihrende Nu!?en keinen Beitrag zur gewichteten Ziffernsumme ergeben, kann die
obige Reihe durch eine endliche Summe ersetzt werden. Es erweist sich dazu als zweck-
miBig, die folgende Notation einzufiihren: Fiir eine natilirliche Zahl m bezeichnet
* :
0 fay s =1
die eindeutig bestimmte ganze Zahl 120 mit
Q(i) s m< Q(i+l)
*
(d.h. zur Darstellung von.m werden Q (m)+1 Stellen benftigt).
Mit dieser Bezeichnung ergibt sich fUr;sz*(m)-+1 und nsm-1:
n m-1
0y < wrmen < e

Daher erhalten wir

m-1 Q% (m) m y ; J
L R e e jio g {,[lmﬂ " lmrryﬂdt e
Wir fiihren nun die folgenden Hilfsfunktionen ein:
X ! . i) -1
9500 = [ (lad) el - a@) Lt] - a1y gt (2.2)

Die Funktionen gj sind dann stetig, periodisch mit Periode 1 und erfiillen gj(0)= 0
fiir n € 2.
(2.1) erhdlt dann die folgende Gestalt:

m-1

*
Q" (m) s
] S(Quasn) = _§_o o (m AL 4 g () Q) )

n=0 J=
Damit ist der Beweis fiir folgendes Lemma erbracht:

LEMMA 2.

i

. m .
{qli)« 2} #i8 15350*5(m)+1 w51 95(gy) Q) -

. - 1 3 .
M(Qsmsm) _z ]_Sst*%m)+1 w:j-l
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Im folgenden werden wir Lemma 2 dazu beniitzen, um filir eine groBere Teilklasse von
Cantorschen Zahlensystemen und Gewichtsfolgen w den Term
1 y :
w: ¢ (a(3)-1) 2.3
? g tmar 371 i
als Hauptterm der asymptotischen Entwicklung von M(Q,w;m) zu identifizieren.
Sei dazu zundchst (q(i)) eine monotone Folge mit 1im q(i) = », und seien die

G@ndwemJ>O Mnnhﬂmnww'mr3<0(m)—l i

Q) . @ m-1) *Qmém”aﬁmw R B

da Q(Q"(m)) <m und 1im q(Q*(m)) = =. Damit erhalten wir fiir die folgende Teilsumme
Mo
der zweiten Summe in Lemma 2 die Abschdtzung

m_y Q)
lsst*%m)-l *-1 %' ’

o(1). q(J) -1

wes 2
1sst*%m)—1 =1
da

gfi} « 3
lg;(x)] = =5H5—.

Damit haben wir gezeigt, daP die betrachtete Teilsumme filir m+>«~ asymptotisch kleiner
ist als (2.3). Es bleiben noch die Summanden j =Q*(m) bzw. Jj =Q*(m)-r1 zu betrach-
ten.

Sei zundchst j==Q*(m)
*
)nguls w q(Q (m)- 1

m
“q*(m)-1 %" (m) QO Q' (m)-1" 2
Dies ist wiederum asymptotisch kleiner als (2.3).
Sei nun j =Q*(m)-r1. Dann ist

%

l m Q(Q (m) +1)| a(Q (m)+1)“1

0" (m) Q" mylgEmEy T w1 = () (@ (m)+1)
Im allgemeinen braucht dieser Ausdruck nicht asymptotisch kleiner als die Summe

(2.3) zu sein. Es 18Rt sich jedoch, wie man sofort sieht, eine in vielen Fdllen er-

fiil1te Bedingung angeben, unter der dies doch der Fall ist:

SATZ 1. Fiir den Mittelwert der gewichteten Ziffernsumme in Cantorschen Zahlen-

— —— S——————————— —

systemen mit monoton wachsender Ziffernfolge q(j) mit Tim q(Jj) = « und nichtnegativen

J->m
Gewichten wys die die Bedingung
- . \
(q(n) - 1) w,_; = o(arﬁj-jzl (a(3) - 1) wy_y) (*)

erfiillen, gilt

M(Q,wsm)

o]

e S T R O R
1<j=Q (m)+1 J
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Wir geben nun einige Beispiele zum eben formulierten Satz 1 an:

Beispiel 1. Sei g(n) eine Folge wie in Satz 1, die zusdtzlich die Bedingung
q(n) = o(n) erfillt (z.B. g(n) = |/n]). Sei weiters

nu

mn_l =W fir a > -1.

Dann ist

(o]

g
(g0n) = Ly = WOmslarey jzl i),
d.h. (*) ist erfullt.
Analog zeigt man in den folgenden Fdllen, daB (*) erfUllt ist.

Beispiel 2. Sei q(n) = o(nlogn) und

Beispiel 3. q(n) = o(n %) fiir o <-1 und

“n-1 q{n) -

Beispiel 4. [Faktorielles Zahlensystem] q(Jj) = j+1.
Dann lautet (*) :

- 3R : W

% = oy jzlvj) mit vy =d ey
Diese Bedingung ist etwa erfillt fiir die Gewichte j® mit a<-2.

Beispiel 5. [Arithmetisches Mittell to = 1.
Die Bedingung (*) lautet:

1 n

gln) ~4» O(GTFT jzl ()Y ~ 1}) 3

sie ist zum Beispiel fir q(j) = [3%] mit 0<a<1 erfillt.

3. GEWICHTETE ZIFFERNSUMMEN IM q-KREN ZAHLENSYSTEM

In diesem Abschnitt untersuchen wir gewichtete Ziffernsummen im g-dren Zahlen-

system, d.h. q(Jj) = q und Q(J) = qJ.
Lemma 2 erhilt dann folgende Gestalt:

KOROLLAR 1. Der Mittelwert Mq(m;m) der mit der Gewichtsfolge w gewichteten
Ziffernsumme Sq(m;n) im g-dren Zahlensystem erfullt

p "l % 1 ]il . 3
M(om) = = J S (win) = =5 R - w:_1 9(=3) 97
q Bocg ™ L = B

=
i |

(3.1)



60

X
1= Loggml wnd g(x) = [ (lat] -altl - Ly at. (3.2)

Im weiteren formen wir zundchst die zweite Summe um, indem wir s = 1+1-j
setzen und g(k) =0 fiir k€ Z beachten:
1+1

1 Wy i 1 s-1-1, 1+1-s
= )3 e, a0=)g =% I w_ 8(m " 7)q
m 2y Jj-1 qJ m 3o 1-s
Bezeichnen wir mit {x} = x - |x] den Bruchteil von x, dann ist
-{log_m}
1
g o ey

und daher der obige Ausdruck

s-1+4{log_m} 1-s-{log_m}
= 1w 9la T o
s=0

Fiir allgemeine Gewichtsfolgen w ist dieser Ausdruck uniibersichtlich. Wir spezi-
fizieren daher:

Set mj = pj 5 Dl q_I sop #Eody
dann 1ist
log.p -s-{log_m}
i 1 - Ol il 5.t

und der Term von oben wird zu

log_p 1-s-{log_m} s-1+4{Tog_m}
m 9 %Z (pa) 9 g(q E
s=0
Definieren wir nun
h(x) = ¥ (pa)™° g(a°x), (3.3)
520

so erhalten wir fiir den gewilinschten Ausdruck
log_p 1-{log_m} {log_m} -1
m J :

e R (3.4)

Der erste Term in (3.1) ergibt sich zu
& $ o - q'l-———r"m'l
j= T p_

log_p -{log_m}
o §§Q'1; Q q I
= o m p p-17 -

Definieren wir

i = BIEH p ™ L)t a0 (3.5)

so ist H(x) stetig und periodisch mit Periode 1, H(0) = ?%%gry ;

Zusammenfassend ergibt sich
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SATZ 2. Der Mittelwert Mq(m;m)‘der mit der Folge (pj) fir p:>q—1, p#1 gewich-
teten Ziffernsumme im g-dren Zahlensystem ist gegeben durch

M R L o
q(m,m) . H( qunﬂ = ik

wobei H(x) die in (3.5) beschriebene stetige, periodische Funktion ist.

4. DIE DIFFERENZSUMME IM q-EREN ZAHLENSYSTEM

‘Als weitere Anwendung des in Abschnitt 2 hergeleiteten Lemmas 2 behandeln wir
fiir das g-&re Zah}ensystem nun die Gewichtsfolge ((—I)J). (Differenzsumme, alternie-

rende Summe, Wechselsumme)

KOROLLAR 2. Der Mittelwert Mq(i;m) der Differenzsumme im g-dren Zahlensystem ist

gegeben durch

1+1 : 2
NG ST R
q

N ~—1 +

1 y
-1 J
M(sm) = =7 (-1)) -
a j=0 Jj=1
mit 1= Llogqrnj und g(x) aus (3.2).

Der erste Term im obigen Ausdruck nimmt dabei folgende Werte an:

1 " el 1 gerade
S?l 1 (-1)9 = 2 (4.1)
3 0 1 ungerade
Der zweite Term kann wie folgt umgeformt werden:
T1+1 : y
1
I (Wape -
j=1 q
Yl 1+1 ” j 1 T+1 » j
T < G ) Al
=l ¢ o
Jj gerade j ungerade
Mit der Substitution s = 1+1-]J ergibt sich
141 [ 1 -1-1, _1+1- 1 -1-1, 1+1-s
BT L i CaGEELE T OE i ]
L s=0 s=0
s gerade s ungerade
- 1-s-{log_m} s-1+{log_m}
1
< Attt g 9 g(g 9
L s20
s gerade
1-s-{log_m} s-1-{log_m}
1 s 9 g(q % )]
s=0
s ungerade
1-{log_m} 2t-1+{log_m} 2t+{log_m}
1 -2t -2t-1
- (1) q i [Z q " g(q IR R P a(q b SJ
t=0 t>0

Zur Abkiirzung setzen wir
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-2t 1
huln) = ) -q a(q°%x) (4.2)
und erhalten
1-{Tog_m} {log. m} - 1 {log_m}
1+1 1
-1)'" g " [hi(q " ¥ )]

Wir fiihren zwei weitere Hilfsfunktionen ein:

=l 1-{x x}-1 1 X
Hi(x) = 2+ g ”[hi(q“ ) - g hya }>]
: (4.3)
1- = 1
Hy(x) = - q ‘“‘}[hi(q{"} ) - —q-ht(q{"})]
Mit dieser Notation ist dann
H1(1ogqrn) fiir L]ogqnﬂ gerade
Mq(igm) = (4.4)
H2(1ogqnﬂ fiir [1ogqnu ungerade .
Diese Darstellung 1dBt sich noch vereinfachen: Sei
Hy (x) fur | x] gerade
H,(x) = (4.5)
Ha () fiir |x] ungerade.
Man sieht sofort, daB Hi(x) periodisch mit Periode 2 ist.
Weiters ist Hi(x) stetig:
=1 1 1
100 = B = S+ qln@ - ahi(l)]
Da g(k)=0 fiir k €Z, ist h (1) =0 und
l = l [~ - q-l
ht(q) i g(q) qu
sodaB
H(0+) = 0.
Weiters ist
H(1) = W) = B2+ n(1) - 3 ha)
+ i 2 S G &
Nun ist ht(q)==0 und daher
AR i
H (1=} = 0 s
AuBerdem ist .
d 1 -1
H(14) = Hy(1+) = Hy(0+) = - q [hi(a) A -hi(l)] = - W) .
SchlieBlich ist
1
H(2-) = Hy(27) = Hy(1-) = - [ht(l) : aht(q)] = 0 = H(0%).

Damit haben wir folgenden Satz vollstdndig bewiesen:
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SATZ 3. Fiir den Mittelwert Mq(i;m) der Differenzsumme im g-dren Zahlensystem
il

Mq(i;m) = Hi(1ogqnﬂ

mit einer stetigen, periodischen Funktion H-.» mit Periode 2 und H_(0) = 0.

Im weiteren werden die Fourierkoeffizienten der Funktion Hi(x) bestimmt.
Es ist

* kmix
Lo LR

mit

Wik e ™ e~ a4 8

k o Ck’!

wobei (fiir k#0, k=0 wird spdter diskutiert)

L ky g-1
2 Wbl 50 gl LRSS R~
. 2 :
: el i 5 o onle
B %_ I q1 {x} ht(q{X} 1) P TR0 %’ { ql {x} hi(q{x} 1) okmix o

1 "
e %(1 4 (_1)k) t'-] q1—:'< ht(qx-l) e-kmx i

und
R S T S i S R P g
ck=--2-£q_hi(q ) e dx+§J1'q hfq ") e dx
1 VAR T e
! b { g “hdg e dx.
Daher ist hk = 0 fir k gerade, k#0. Fiir k ungerade ergibt sich
2 .
1-x x-1, =kmwix
JHE L S é ayvomle e
o S e N T
et & o R e 9
0
1 :
s N E f q-2t+2-2x g(th+2x-1) e-2k1ﬂx e
9 %0 B
Mit der Substitution u=gqZ  2X erhalten wir
B ¢ u i
by $6, F weo liq -9—1(17)— exp(-2kni 1ogqu) du

1 ki
= Toga °*Togg)
mit
as) = [ Y 4 fir Res >0.
1/q | i
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In [3;(12)] hat Delange gezeigt:
s=1 S=1
e AR q -9g i
n Al - R e B

fir Res >0, s#1. Setzt man in diese Formel ein, erhdlt man hk fir k ungerade.

SchlieBlich bestimmen wir noch hO: Wegen

oy s M Y B
und
=1
ey S W 91
+ 0 seZ 2541 2
gilt
.
0 5

SATZ 4. Die Fourierentwicklung der periodischen Funktion Hi(x) aus Satz 3 ist

gegeben durch

kﬂiX
S 4°S ER R
. kez K
mit
L =l
o G
bzw.
0 fiir k gerade, k#0
h, =
g+l kmi kri (-1 o
T C(m) (1 + Tog_q) fir k ungerade .
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